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Multiple positive stationary solutions










ut = uxx + λ|u|q−1u + |u|p−1u, (x, t) ∈ I × (0,∞),
u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0,∞),
u(x, 0) = u0(x), x ∈ I
を指数条件 0 < q < 1 < p の下で考察する. 但し, I は単位区間 I = (0, 1), λ は実数パラメーターとする.
第 1 章の前半部においては (1) の時間定常問題を議論する. λ をパラメーターとみた定常解の大域
分岐構造の決定が骨子となる. その構造は λ の正負により大きく異なり, λ > 0 のケースでは, I 上の零
点数 n (n = 0, 1, 2, . . .) に応じて, 合計４個の解 ±un(x;λ), ±un(x;λ) が出現することを証明する. 具体
的には次の結果を得る：
ある単調増加な正値数列 {λn}∞n=0 に対して,
(i) 0 < λ < λn のとき, (1) は I 上にちょうど n 個の零点をもつ定常解を±un(x;λ), ±un(x;λ) と
計４個もち, |un(x;λ)| ≥ |un(x;λ)| となる.
(ii) λ = λn のとき, (1) は I 上にちょうど n 個の零点をもつ定常解を±u∗n(x;λ) と計２個もつ.
(iii) λ ∈ (λn,∞) のとき, I 上にちょうど n 個の零点をもつ (1) の定常解は存在しない.
上記の結果は, (λ, u)-空間内で n-nodal な定常解集合が λ = 0 において自明解から分岐する ⊃-型ブラン
チをなすことを主張する.
一方で λ < 0 のケースでは, 指数条件 0 < q < 1 により, 強吸収項 λ|u|q−1u は I 内でコンパクト台
な定常解をもたらす. 次の解構造を明らかにする.
ある単調減少な負値数列 {λ−n}∞n=0 に対して,
(i) λ−n ≤ λ ≤ 0 のとき, (1) は I 上にちょうど n 個の零点をもつ定常解を±un(x;λ) と計２個もつ.
(ii) λ < λ−n のとき, I 上にちょうど n 個の零点をもつような (1) の定常解は存在しない. このとき
n 以下の任意の自然数 j に対して, I 上で |ψ| が j 個の最大点をもつような support compact な定常解
ψ が存在し ‖ψ‖∞ = {|λ|(p + 1)/(q + 1)}1/(p−q) が成り立つ.
以上の (1) の定常解構造に関して特筆する点は, sublinear term λ|u|q−1u の効果により λ > 0 の場合は
各々の零点の数の応じて４個ずつの解が存在すること, 及び λ ≤ 0 の場合は λ−n を境に λ < λ−n の時
n 個の peak を持つ support compact な解が出現することである. いずれの結果も, (1) の定常解構造が
よく知られている q = 1 のケースとは根本的に異なることを主張する.
第 1 章後半部においては, 上で得られた定常解の安定性の判定を主眼に, (1) の解に対する力学系理
論を展開する. 絶対値の小さい二つの定符号定常解 ±u0( · ;λ) の安定性, およびその他全ての定常解の
不安定性を証明する. この場合, 絶対値の大きい二つの定符号定常解 ±u0( · ;λ) は, (1) の解の「爆発」
と「定符号定常解 ±u0( · ;λ) への漸近」を分ける閾値となる.
一方, λ < 0 のケースでは, 指数条件 0 < q < 1 に起因する強吸収項 λu|u|q−1 の効果により, (1) の
解が有限時刻で 0 に消滅する現象が生じる. 定常問題の解析で得られたコンパクト台な非負定常解 ψ は
(1) の解の「爆発」と「消滅」という相反する非線型現象の分離膜を形成することを示す.




ut = ∆u + |u|q−1u + |u|p−1u, (x, t) ∈ BR × (0,∞),
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂BR × (0,∞),
u(x, 0) = u0(x), x ∈ BR
(但し, 0 < q < 1 < p < (N + 2)/(N − 2), BR := {x ∈ RN | |x| < R} (N ≥ 3) ) の解の時空的ダイナミ
クスを, 次の手順に従って解析する.
(a) 対応する定常問題の解析. 特に, 正値定常解集合の構造決定.
(b) 各正値定常解に対する安定性の判定を主眼とする (2) の正値解の挙動解析
まず (a) の段階においては, (2) の球対称定常解は, 次の非線型常微分方程式に対する境界値問題；{
(rN−1ur)r + rN−1(|u|q−1u + |u|p−1u) = 0, r > 0,
ur(0) = u(R) = 0,
(但し, r = |x| ) を満たす点に注目する. なお, 正値定常解は必ず球対称となることが知られており
(Gidas-Ni-Nirenberg), 上記境界値問題の正値解集合の構造決定と (2) の正値定常解集合の構造決定は同
値の問題となる. この問題の解明にあたり, 関連する初期値問題；{
(rN−1φr)r + rN−1(φq + φp) = 0, φ > 0, r > 0,
φ(0) = α > 0, φr(0) = 0
の解 φ(r, α) の第１零点 z1(α) に対する挙動を解析する. 具体的には, 次の z1(α) のプロファイルを得る：




α→∞ z1(α) = 0 が成り立つ.
証明上, z1(α) の極大点の一意性を得る点が, 最も重要であり, 技術的には分岐理論や Pohozaev 型の恒
等式の応用を基盤とする. この事実を注意すると, 球領域 BR の半径 R をパラメーターとした (2) の正
値定常解集合の構造は次のように完全に決定される：
ある正数 R1 に対して, R < R1 ならば (2) の正値定常解はちょうど２個存在して, それらの大小は
定まる. さらに R = R1 ならば, 正値定常解は一意に存在し, R > R1 ならば, 正値定常解は存在しない.
この結果は, R を分岐パラメーターとした (2) の正値解集合のなすブランチが⊃-型の非有界曲線をなす
ことを主張する. 併せて, 先行する Ambrosetti-Bre´zis-Cerami (’94) や Ouyang-Shi (’98) の研究では未
解決であった「N/(N − 2) < p < (N + 2)/(N − 2) のケースにおいて正値定常解の exact multiplicity」
を解明している.
次に, 正値定常解の安定性の判定を主眼とする (2) の正値解の挙動解析では, R < R1 のケースで「小
さい正値定常解の漸近安定性」および「大きい正値定常解の不安定性」を証明する. さらに, このケース
においては大きい正値定常解が (2) の非負解の「大域存在」と「爆発」の分離膜 (separatrix) の役割を
担うことを述べる




µut = ∆[(1 + αv)u] + u(a− u− cv) in Ω× (0,∞),
νvt = ∆[(1 + βu)v] + v(b + du− v) in Ω× (0,∞),
u = v = 0 on ∂Ω× (0,∞),
u( · , 0) = u0 ≥ 0, v( · , 0) = v0 ≥ 0 in Ω.
但し, Ω は RN (N ≥ 1) における滑らかな境界 ∂Ω をもつ有界領域であり, 係数 µ, ν, a, c, d は正定数,
b は実定数, さらに α と β は非負定数である. (3) は領域 Ω 内に棲息する被食生物 (prey) と捕食生物
(predator) の個体数密度の時空的なダイナミクスを記述するモデルであり, 未知関数 u と v はそれぞれ
prey および predator の個体数密度を意味する. なお, 非線形拡散項 α∆(vu) および β∆(uv) で相互拡
散効果を加味し, これらの項は cross-diﬀusion と呼ばれる. (3) のような cross-diﬀusion を伴う反応拡散
方程式系は, 重定-川崎-寺本の提唱 (’78) 以来, 盛んに研究がされ続けているが, そのメカニズムの完全解
明には至っていない.
第 3 章前半部では, (3) の正値な定常解が複数個存在しうることを証明する. (3) は自明解 u = v = 0
に加え, a (resp. b) がゼロ Dirichlet 境界条件下での −∆ の最小固有値 λ1 より大きいとき, 半自明解
(u, v) = (θa, 0) (resp. (u, v) = (0, θb)) をもつことが容易に確かめられる. (但し θa は ∆u+u(a−u) = 0
in Ω, u|∂Ω=0 = 0 の一意正値解 ). 従って, (3) の正値定常解の構造決定が重要な問題となる. ここで
(u, v) が (3) の正値定常解であるとは, u > 0 かつ v > 0 が Ω 上で成り立つ定常解のことを指し, モデ
ルの見地からは prey と predator が共存する時間的平衡状態を意味する. 係数 a を分岐パラメーターと
見た (3) の正値解集合 S := {(u, v, a) | (u, v) は (P) の正値定常解, a > λ1} に対して, 次の大域的構造
を明らかにする：
1. βλ1 < d のとき, 正値解集合 S は関数空間 C1(Ω)× C1(Ω)×R 内で, ある a = a∗ > λ1 において
半自明解集合 {(0, θb, a) | a > 0} から分岐する R 方向に非有界な曲線を形成する.
2. βλ1 > d のとき, S は C1(Ω) × C1(Ω) × R 内で, ２つの半自明解集合 {(0, θb, a) | a > 0} と
{(θa, 0, a) | a > λ1} を結ぶ有界な曲線を形成する.
さらに, S は cross-diﬀsion (α, β) の値により「Ｓ字型分岐曲線」や 「⊃-型分岐曲線」等の様々な形状
に変化することも証明する. 正値解の多重性が伴う典型例として, S がＳ字型の非有界分岐曲線を形成す
るケースでは次のことが示される：
a > a > a∗ なる３正数 a, a, a∗ が存在して,
(i) a ∈ (0, a∗ ] のとき, (3) は正値定常解をもたない.
(ii) a ∈ (a∗, a) ∪ (a,∞) のとき, (3) は少なくとも１個の正値定常解をもつ.
(iii) a = a または a = a のとき, (3) は少なくとも２個の正値定常解をもつ.












このような正値定常解の多重性は, cross-diﬀusion の効果のない α = β = 0 のケースでは起こりえな
いことが予想されており, 実際に空間１次元の下では Lope´z-Gome´z らの研究 (’94) で確かめられてい
る. 一方で, 上記の研究成果は, 正値定常解すなわち prey と predator の共存平衡状態は, cross-diﬀusion
の効果により多重性を帯びうることを証明している.
さらに, 第 3 章の後半部においては, 上記の正値定常解に対して, 時間発展問題 (3) の見地から安定
性解析を行い, 以下の結果を得る：
1. µ/ν が大きいときには, Ｓ字型分岐曲線上の正値定常解の安定性は, turning point (分岐パラメー
ター a に関する極点) においてのみ交代し, 全て判定できる.
2. µ/ν が小さいときには, 正値定常解のなす分岐曲線上のある点で Hopf分岐が起こり, (3) の時間
周期解が出現する
Hopf分岐 も α = β = 0 のケースでは起こりえないことが知られている. その意味で, 上記の正値定常
解の多重性やその安定性に関する結果は (3) の解のもつ非線型ダイナミクスの多様性を示唆する.
